
Задачи за домашна работа по механика

Зад. 1 Материална точка с маса 𝑚 се движи под действието на две еластични сили
𝐹ел1 = −𝑘𝑟 (𝑘 > 0) и 𝐹ел2 = −𝑘(𝑟 − 𝑢⃗𝑡) (𝑢⃗ = const). Да се намери закона за движение 𝑟(𝑡),
ако 𝑟(0) = 𝑟0 и 𝑣⃗(0) = 𝑣⃗0.

Отг. 𝑟(𝑡) = 𝑟0 cos𝜔𝑡 +
1
𝜔൬𝑣⃗0 −

𝑢⃗
2൰ sin𝜔𝑡 +

𝑢⃗𝑡
2 , 𝜔 = ට2𝑘

𝑚 .

Зад. 2* Материална точка с маса 𝑚 и заряд 𝑞 > 0 се намира в среда, която ѝ оказва
сила на съпротивление 𝐹⃗съпр = −𝑏𝑣⃗, 𝑏 > 0. На частицата действа постоянно и хомогенно
магнитно поле с индукция 𝐵⃗ = (0, 0, 𝐵), 𝐵 > 0. Да се намери закона за движение 𝑟(𝑡), ако
𝑟(0) = 0 и 𝑣⃗(0) = (𝑣0, 0, 0), 𝑣0 > 0.

Отг. 𝑥(𝑡) = 𝑏𝑚𝑣0
𝑞2𝐵2+𝑏2+

𝑚𝑣0𝑒−
𝑏𝑡
𝑚

𝑞2𝐵2+𝑏2 (𝑞𝐵 sin𝜔c𝑡−𝑏 cos𝜔c𝑡), 𝑦(𝑡) = − 𝑞𝐵𝑚𝑣0
𝑞2𝐵2+𝑏2+

𝑚𝑣0𝑒−
𝑏𝑡
𝑚

𝑞2𝐵2+𝑏2 (𝑏 sin𝜔c𝑡
+𝑞𝐵 cos𝜔c𝑡), 𝑧(𝑡) = 0, 𝜔c =

𝑞𝐵
𝑚 .

Зад. 3 Частица с маса 𝑚 се движи по винтова линия със стъпка ℎ, навита върху вер‑
тикален кръгов цилиндър с радиус 𝑅 (𝑥 = 𝑅 cos𝜑, 𝑦 = 𝑅 sin𝜑, 𝑧 = ℎ𝜑

2𝜋 ). На частицата
действа силата на тежестта 𝐺⃗ = 𝑚𝑔⃗, 𝑔⃗ = (0, 0, −𝑔), както и еластична сила 𝐹ел = −𝑘𝑟.
Съставете уравнението на Лагранж от II род и намерете закона за движение 𝑟(𝑡) при про‑
изволни начални условия.

Отг. 𝑥(𝑡) = 𝑅 cos𝜑(𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝑅 sin𝜑(𝑡), 𝑧(𝑡) = ℎ𝜑(𝑡)
2𝜋 , 𝜑(𝑡) = 𝐴 cos𝜔𝑡 + 𝐵 sin𝜔𝑡 −

2𝜋𝑚𝑔
𝑘ℎ , 𝜔 = ℎට 𝑘

𝑚(4𝜋2𝑅2+ℎ2) , 𝐴, 𝐵 = const.

Зад. 4* Материална точка с маса𝑚 е принудена да се движи върху ротационен пара‑
болоид с уравнение 𝑧 = (𝑥2 + 𝑦2)/𝓁, 𝓁 > 0, като на частицата действа еластична сила с
коефициент на еластичност 𝑘 и център във върха на параболоида, т.е. 𝐹⃗ел = −𝑘𝑟. Преми‑
нете към цилиндрични координати (𝜌 и 𝜑 са най‑подходящи за обобщени координати)
и съставете уравненията на Лагранж от II род.

Отг. Съответните уравнения на Лагранж от II род са𝑚൬1 + 4𝜌2
𝓁2 ൰𝜌̈ +

4𝑚𝜌𝜌̇2
𝓁2 = 𝑚𝜌𝜑̇2 −

𝑘𝜌 − 2𝑘𝜌3
𝓁2 и 𝑑

𝑑𝑡(𝑚𝜌
2𝜑̇) = 0.

Зад. 5 Кеплеровата задача се описва с лагранжиана 𝐿 = 𝑚
2 (𝑟̇

2 + 𝑟2𝜑̇2) + 𝛼
𝑟 , където𝑚 и 𝛼 са положителни константи. Изведете хамилтониана 𝐻(𝑟, 𝜑, 𝑝𝑟 , 𝑝𝜑) на механичната

система и напишете уравненията на Хамилтон.
Отг. 𝐻(𝑟, 𝜑, 𝑝𝑟 , 𝑝𝜑) =

𝑝2𝑟
2𝑚+

𝑝2𝜑
2𝑚𝑟2−

𝛼
𝑟 . УравнениятанаХамилтон са: 𝑟̇ =

𝑝𝑟
𝑚 , 𝜑̇ = 𝑝𝜑

𝑚𝑟2 , 𝑝̇𝑟 =
𝑝2𝜑
𝑚𝑟3 −

𝛼
𝑟2 , 𝑝̇𝜑 = 0.

Зад. 6 Намерете скобките на Поасон {𝑝𝑖 , (𝑎⃗ ⋅𝑟)2} и {𝑎⃗ ⋅ 𝐿⃗, 𝑏⃗ ⋅ 𝐿⃗}, ако 𝑎⃗ и 𝑏⃗ са константни
вектори, 𝑟 е радиус‑векторът на дадена материална точка, 𝑝𝑖 е нейната 𝑖‑та компонента
на импулса, а 𝐿⃗ е моментът на импулса на материалната точка.

Отг. {𝑝𝑖 , (𝑎⃗⋅𝑟)2} = −2(𝑎⃗⋅𝑟)𝑎𝑖 , {𝑎⃗⋅𝐿⃗, 𝑏⃗⋅𝐿⃗} = (𝑎⃗ × 𝑏⃗)⋅𝐿⃗.


